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Résuḿe

Dans cet article, nous nous intéressonsà l’extrac-
tion de structures ǵeoḿetriques d’une image sur la
base d’un crit̀ere discriminant qui permettrait de me-
surer leur importance relative. Toute la question porte
sur la d́efinition de ce crit̀ere. L’idée la plus natu-
relle consistèa utiliser l’entropie d́efinie par Shannon
en th́eorie de l’information, afin d’evaluer la quantité
d’information contenue dans les différentes ŕegions de
l’image. L’estimation locale de l’entropie fournit une
mesure spatialement localisée, mais cependant redon-
dante, de cette quantité : en la ǵeńeralisant dans un
cadre multíechelle, on respecte les propriét́es d’inva-
riance d’́echelle des images naturelles et on réduit cette
redondance. L’utilisation de cette nouvelle définition
permet d’effectuer une décomposition híerarchique des
images suivant la quantité d’information contenue
localement. Similairement, l’utilisation d’un modèle
d’analyse multifractale permet d’obtenir une segmenta-
tion des images en regard d’une mesure qui quantifie la
régularit́e locale du signal. Notre objectif est de mettre
en évidence la corŕelation entre ces deux approches :
l’approche probabiliste de la mesure entropique et l’ap-
proche ǵeoḿetrique du formalisme multifractal four-
nissent une caractérisation locale des structures de
l’image qui s’av̀ere similaire. Nous montrons notam-
ment que la híerarchie des sous-ensembles fractals
est relíeeà une description entropique de l’image. En
particulier, la connaissance de l’un de ces ensembles,
proche des maxima locaux de l’entropie multiéchelle,
permet la reconstruction de l’image entière. Le for-
malisme multifractal permet ainsi de remédier aux la-

cunes de l’entropie en prenant en compte l’informa-
tion topologiqueà différenteséchelles et l’informa-
tion statistiqueà différents ordres. Nous sommes fina-
lement en mesure de proposer une interprétation multi-
sémantique (en terme de géoḿetrie, de statistique et
d’information) des structures et objets détect́es dans
l’image à l’aide du mod̀ele multifractal.
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Abstract
In this paper, we are interested with the characteri-
zation and the extraction of meaningful structures in
images. The more natural way to measure their contri-
bution to the image description consists in using the
entropy defined by Shannon which quantifies the in-
formation conveyed by subsets. The local estimation of
entropy provides a spatially localized, but redundant,
measure of the information : we propose to generalize
it in a multiscale framework, in order to fit the scale-
invariance property of natural images and to reduce
this redundance. This new definition allows to decom-
pose the image according to the local content of infor-
mation. Similarly, in the context of image segmentation,
the use of a multifractal model enables to decompose
an image according to the local regularity of the signal.
The main purpose of the paper is to show that both ap-
proaches are related : the entropy-based concepts and
the geometrical approach of the multifractal formalism
provide a similar characterization of local structures in
images. Namely, the segmentation into fractal subsets is



in good correspondance with the hierarchical decom-
position obtained through the entropic description. In
particular, the knowledge of one of the fractal subsets,
which is quite close to the maxima of the local entropy,
allows to reconstruct the image. The use of the multi-
fractal formalism prevents from the limitations of the
entropy as it takes into account the topological infor-
mation at different scales and the statistical informa-
tion at different orders. These considerations show that
the multifractal model enables to supply structures and
objects in image with a multi-semantic interpretation
(from geometrical, statistical and information theory
points of wiew).
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1 Introduction et motivation
La détection de structures d’intér̂et dans une image
nécessite tout naturellement de préciser ce que l’on re-
cherche dans cette image et, en conséquence, de d́efinir
des quantit́es mesurant la pertinence des objetsà ex-
traire. À ces fins, les concepts issus de la théorie de
l’information [1] peuvent̂etre utiliśes dans l’analyse et
l’interprétation des images [13].
La théorie de l’information est basée sur l’id́ee qu’un
signal peut̂etre vu comme la ŕealisation d’une variable
aléatoire, suivant une certaine distribution de probabi-
lit é et apportant une certaine quantité d’information.
L’objectif principal de cette th́eorie est alors d’etablir
un lien entre la probabilité desévênements observés
dans le signal et l’information fournie par le signal
lui-même [1]. Ainsi, dans un cadre 2D, on considère
géńeralement qu’une image est riche en information
si elle met eńevidence beaucoup de structures et ob-
jets significatifs et varíes ; au contraire, elle est pauvre
en information si elle contient très peu d’objets ou si
elle est uniforme. La th́eorie de l’information fournit
des quantit́es permettant d’evaluer cette information. En
particulier, l’entropie estiḿee à partir des niveaux de
gris [14] : plus celle-ci est grande, plus le nombre de bits
nécessaires au codage de l’image est important. Cette
mesure trouve des applications non seulement dans la
compression et le codage [9] mais aussi le filtrage et
l’analyse d’images [20]. Cependant, les méthodes clas-
siques exploitant l’entropie l’interprètent essentielle-
ment comme une mesure globale et ne traitent pas loca-
lement la notion d’information [15].
Sporring et Weickert soulignent dans [15] le lien entre
les différentes représentations du signal que sont : les
entropies ǵeńeraliśees, le spectre multifractal, les mo-
ments des niveaux de gris et l’histogramme des niveaux

de gris lui-m̂eme. Krim et Brooks [8] relient la no-
tion d’entropie au sens de Shannon avec des concepts
multiéchelles en terme d’ondelettes afin de définir un
critère de segmentation automatique. Dans [5], Grazzini
et al.relient les ŕesultats obtenus̀a l’aide d’une ḿethode
multiéchelle d’estimation de l’entropie locale dans des
images ḿet́eorologiques̀a un mod̀ele de d́ecomposition
multifractale. Ils mettent eńevidence l’existence d’un
sous-ensemble qui :

- du point de vue de lathéorie de l’information,
est l’ensemble le plus riche en information dans
l’image,

- du point de vue de lathéorie multifractale, autorise
la reconstruction de l’image.

Dans la continuit́e de ces travaux, nous comparons qua-
litativement les ḿethodes et nous donnons une justi-
fication quantitative des résultats sur des images na-
turelles. Le formalisme multifractal offre une descrip-
tion géoḿetrique et statistique des images qui conduit
à une d́ecomposition híerarchique. Les mesures en-
tropiques confirment que les structures ainsi extraites
sont topologiquement et statistiquement cohérentes au
sens òu elles sont mises eńevidence par des approches
diff érentes.
L’article est organiśe comme suit : dans la section 2,
nous rappelons les ḿethodes d’estimation de l’entro-
pie et nous soulignons leurs limitations ; la section 3
présente le mod̀ele d’analyse multifractale et l’algo-
rithme de reconstruction ; dans la section 4, nous com-
parons et discutons les résultats des deux approches,
nous montrons que celles-ci sont liées, mais que l’ap-
proche multifracatle est davantage adaptée car elle per-
met d’adopter un point de vuèa la fois ǵeoḿetrique
et statistique ; la dernière section est consacrée à la
conclusion et aux perspectives offertes par ce travail.

2 Mesure de l’information dans les
images

2.1 Information et entropie
L’entropie au sens de Shannon [14] permet d’évaluer
quantitativement l’information dans une image. La
définition classique de l’entropie suppose que l’en-
semble de l’information ŕeside dans les distributions
marginales des niveaux de gris de l’image (ce qui re-
vient à supposer une invariance translationnelle des
images). À partir de l’histogramme des fréquences
marginalespi =

∑
δy|I(y)=i des niveaux de gris de

l’image I (δ est la mesure de comptage), on définit
l’ entropie globale(EG) sg :

sg = −
∑

i

pi

N
log2

pi

N
(1)



où N est le nombre total de pixels de l’image. Comme
le logarithme est expriḿe en base 2, l’EG repŕesente
le nombre optimal de bits nécessaires au codage des
niveaux de gris. Cette constructionétablit en particu-
lier que l’entropie totaleSg du signal est proportion-
nelle à sg : Sg = Nsg, i.e. que l’entropie par pixel
est égaleà l’EG ; la quantit́e obtenue est expriḿee en
bits par pixel (bpp). Le mod̀ele de probabilit́e retenu
pour l’image est donc celui d’un processus indépendant
identiquement distribúe : tous les pixels sont obtenus
indépendament les uns des autresà partir de la m̂eme
distribution. L’EG estégaleà l’entropie de la variable
aléatoire sous-jacentèa chacun des pixels de l’image.

2.2 Entropie locale
L’entropie ainsi d́efinie est évalúee globalement sur
l’image et ne permet pas de mesurer la quantité d’in-
formation contenue dans des structures locales. Elle
ne prend en compte aucun facteur contextuel ni au-
cune connaissancea priori sur l’image : les deux
images de la figure 1 ne contiennent (de touteévidence)
pas la m̂eme information, l’image de Lena mettant
en évidence des textures et objets définis par leurs
contours, elles ont pourtant la mêmeEG. On pŕefère
par conśequent au mod̀ele d’EG un mod̀ele d’entropie
locale, d́erivé des ḿethodes classiques de calcul d’at-
tributs texturels et basé sur les distributions locales des
niveaux de gris, dans des voisinages de taille fixe [11].
L’ entropie locale(EL ) estévalúee en un pixelx par :

sl(x) = −
∑

i

pi(x)
|W |

log2

pi(x)
|W |

(2)

où W (x) désigne une fen̂etre centŕee enx, avec|W | =∑
δy∈W (x) le nombre de pixels de cette fenêtre, et òu

les probabilit́es empiriques :

pi(x) =
∑

δy∈W (x)|I(y)=i (3)

repŕesentent la distribution marginale locale des ni-
veaux de gris dans la fenêtreW (x) (figure 2). En fai-
sant l’hypoth̀ese que le signal est stationnaire et que les
fenêtres analysantes permettent de décomposer l’image
en ensembles indépendants, on peut estimer l’entropie
d’une ŕegion particulìere,à partir d’une sommation sur
l’ensemble des pixels de cette région :

S℘ =
∑
x∈℘

sl(x) . (4)

En particulier, l’entropie totale s’exprime comme une
somme desEL sur toute l’image :Sl =

∑
x sl(x), ce

qui signifie, de manièreéquivalente, que l’entropie par
pixel s̄l estégaleà l’EL moyenne :Sl = Ns̄l. Notons
que l’hypoth̀ese de partition en ensembles indépendants

FIG. 1: Deux images contenant une information
diff érente mais ayant la m̂eme entropie :S =
7.40 bpp. L’image de droite est simplement obtenue en
réarrangeant spatialement les niveaux de gris de l’image
de Lena. Les deux images ontét́e quantifíees sur 256 ni-
veaux de gris.

est évidemment fausse, d’autant plus que les fenêtres
consid́eŕees se superposent, mais cette méthode fournit
une meilleure estimation de l’entropie que la première.

2.3 Entropie multiéchelle

L’information pŕesente dans une image dépend
de l’échelle d’observation. Par conséquent, il est
nécessaire d’extraire l’informationà différentes
échelles. L’approche multiéchelle a donńe des ŕesultats
probants en compression et codage d’image [9], en
analyse et extraction d’attributs [20] ; il apparaı̂t alors
naturel d’adopteŕegalement un traitement multiéchelle
pour calculer l’entropie. L’id́ee est consid́erer les varia-
tions de l’entropieà travers leśechelles pouŕetudier
l’information bas-niveau dans l’image et pour identifier
des structures, telles que des formes ou des textures,
à deséchelles diff́erentes. J̈agersand [7] proc̀ede ainsi
à une analyse de l’information contenue dans les
repŕesentationsscale-spaced’une image. L’id́ee d’ap-
pliquer la th́eorie de l’information aux représentations
multirésolutions aégalementét́e discut́ee par Spor-
ring et Weickert, qui s’int́eressent̀a l’évolution des
entropies ǵeńeraliśees à travers leséchelles [15].
Cependant, ils se concentrent sur des mesures globales
de l’information et ne traitent pas de son contenu
local. Ferraroet al. [3] définissent en revanche une
mesure locale qui leur permet de segmenter une image,
également̀a partir de ses représentationsscale-space,
et d́eterminent la production d’entropie (d’information)
à travers leśechelles. Cette ḿethode permet de discri-
miner différentes ŕegions en fonction de l’information
qu’elles contiennent. Cependant, elle nécessite de cal-
culer des repŕesentations multiŕesolutions des images,
ce qui accrôıt encore la complexité en temps de calcul.
L’objection principale à ce type d’approche réside



FIG. 2: En haut : EL etELM calcuĺees sur l’image de
Lena ;à gauche, l’entropie est estimée sans pond́eration
sur des fen̂etres de taille10× 10 ; à droite, on introduit
une pond́eration multíechelle sur des fenêtres de taille
21×21 (cf.section 2.3).En bas :distribution de l’ELM
sur l’image.

par ailleurs dans la redondance des représentations
scale-space. Pour notre part, nous entendons considérer
toutes leśechelles simultańement dans l’estimation de
l’entropie.
On peut affiner la d́efinition (2) pour ŕepondre au pa-
radigme d’́echelle gr̂aceà l’introduction d’une fonction
de pond́eration spatiale invariante d’échelle dans l’esti-
mation des distributions locales (3) des niveaux de gris.
Au lieu de fen̂etres uniformes de taille fixe, les pixels
intervenant dans le calcul des distributions locales sont
pond́eŕes par une fonction qui décrôıt en loi de puis-
sance de la distance au pixel d’intér̂et :

pi(x) =
∑

y∈W ?(x)|I(y)=i

|x− y|−2 (5)

où la pond́eration est effectúee dans la fen̂etreW ?(x)
privée du pixel d’int́er̂etx lui-même (on lui assigne un
poids nul). L’entropie locale multíechelle(ELM ) est
alors calcuĺee comme en (2) avec le facteur de normali-
sation|W ?| =

∑
δy∈W ?(x)|x− y|−2. De m̂eme, l’en-

tropie par pixel est́egaleà l’ELM moyenne.
En introduisant une telle pondération, on fait davan-
tage contribuer les valeurs deI des pixels proches du
pixel central x que les valeurs des pixelśeloigńes.
Afin d’avoir un échantillonnage assez fin du signal et
de limiter l’erreur de calcul sur la probabilité estiḿee,
il convient de traiter un nombre suffisamment impor-
tant de pixels,i.e. un histogramme de taille suffisante.

Expérimentalement, les valeurs de l’ELM changent

FIG. 3: À gauche: évolution de la mesure d’ELM (en
bits) en fonction de la taille de la fenêtre exṕerimentale
choisie pour l’estimation des probabilités marginales
sur l’image de Lena.̀A droite : facteur de pond́eration
multiéchelle finalement choisi sur une fenêtre de rayon
21× 21 pixels.

très peu significativement pour des tailles de fenêtres
plus grandes que21 × 21 du fait de la pond́eration
qui décrôıt très vite (figure 3). On choisit par ailleurs
une discŕetisation deI sur 26 = 64 niveaux de gris
à l’intérieur de chaque fenêtre. Le choix de ces pa-
ramètres n’implique pas de perte en localisation. Il
pourrait cependant̂etre optimiśe de manìere à obtenir
le meilleur compromis entre la discrétisation du signal
et la taille de la fen̂etre [13]. Notons par ailleurs que
la discŕetisation du signal revientà échantillonner̀a des
valeurs espaćees de∆ le signal convolúe avec un filtre
adapt́e de largeur de bande∆. Cette remarque est̀a
l’origine des repŕesentationsscale-spacepour un calcul
multiéchelle de l’entropie [15].
L’avantage de notre approche est de pouvoir garantir
la stationnarit́e des donńees śelectionńees, m̂emes dans
les zones de l’image comportant des structures très fines
ou dans des zones texturées et de considérer un nombre
d’échantillons suffisamment grand pour estimer plus
préciśement les statistiques. Ce modèle permet comme
le pŕećedent d’́etudier les variations spatiales de l’en-
tropie, mais il atteint en plus un compromis entre loca-
lisation et qualit́e de l’estimation (figure 2).

2.4 Limitations des mesures entropiques
Les statistiques utiliśees pour l’estimation de l’entropie
sont baśees sur des moments d’ordre 1 du signal. Par
conśequent, on ne tient pas compte des dépendances
mutuelles et de l’́eventuelle corŕelation entre les pixels.
Si l’on désirait le faire, il faudraitévaluer une en-
tropie assocíee aux distributions conjointes des ni-
veaux de gris : une telle tâche est impossible en terme
de capacit́e mémoire, m̂eme pour des images de pe-
tite taille. Consid́erer uniquement les niveaux de gris
de l’ensemble n’est cependant pas satisfaisant [16].
En effet, d’une part, l’EL est calcuĺee sur des voi-



sinages bidimensionnels (typiquement, les ensembles
qui nous int́eressent sont en fait uni-dimensionnels
ou fractals [19]), d’autre part, il est impossible de
connâıtre l’importance relative d’une structure dans une
image sans information supplémentaire sur les autres
ensembles. La part d’information fourni par un sous-
ensemblèa toute l’image d́ependégalement de l’infor-
mation que lui-m̂eme reçoit de tous les autres sous-
ensembles. Il faudrait tenir compte de ces informations
relatives dans le calcul des informations locales et de
l’information totale.
La formule (4) permet d’acćederà la part d’information
relative apport́ee par un sous-ensemble d’une image en
évaluant la part d’entropie qu’il contient localement.
Cependant, l’EL reste une mesure redondante de la
quantit́e d’information : elle est calculée sur des voi-
sinages de pixels qui se superposent. Un ensemble qui
contient la totalit́e de l’information de l’image peut très
bien ne pas contribuer majoritairementà l’entropie cal-
culée à partir desEL : cet ensemble peut en effet ac-
crôıtre de façon non ńegligeable l’estimation de l’EL de
pixels ne lui appartenant pas mais ayant un voisinage en
commun. La pond́eration multíechelle tend̀a diminuer
cette contribution, mais ce cas de figure est toujours
possible. L’ELM est toujours une mesure redondante
de l’information. Il est en fait ńecessaire de prendre
en compte l’influence de chaque ensemble sépaŕement
pour aḿeliorer le crit̀ere de mesure de l’information.
Le caract̀ere fortement non-gaussien des statistiques
des images naturelles et leur propriét́e d’invariance
d’échelle [16] justifie que l’on s’int́eressea priori aux
statistiques d’ordre supérieur du signal et que l’on in-
corpore de l’information topologique dans l’analyse des
structures pŕesentes dans les images.

3 Formalisme multifractal
3.1 Les statistiques des images naturelles
Les images naturelles,i.e. sans organisation parti-
culière des objets, ont souventét́e d́ecrites comme met-
tant en évidence un comportement fractal : elles ne
poss̀edent pas d’́echelle propre et sont auto-similaires.
Cette propríet́e est principalement mise eńevidence
et vérifiée sur le seul spectre de puissance ; en effet,
exṕerimentalement, il est statistiquement observé (i.e.
sur de grandes collections d’images) que la puissance
spectraleΓ présente une d́ecroissance en loi de puis-
sance du type [4] :

Γ(f) ∼ |f |−(d−ε) (6)

où d = 2 est la dimension de l’espace et où f est la
fréquence de norme|f |. L’exposantε est ǵeńeralement
très petit et d́epend des particularités de l’́echantillon

d’images consid́eŕees [12]. On parle de comportement
auto-similaire.
Cependant, cette propriét́e ne suffit pas̀a d́ecrire, de
manìere pŕecise et d́etaillée, la structure et le contenu lo-
cal des images naturelles [12]. Ceci provient essentiel-
lement du fait que l’auto-similairité revient̀a assigner le
même exposant d’échelleà tous les pixels de l’image.
Il est donc ńecessaire, afin d’obtenir une meilleure des-
cription des images, de définir localement une variable
elle-même capable de décrire des carastéristiques sta-
tistiques locales, de la m̂eme manìere que nous avons
dû introduire une mesure locale de l’entropie. L’idée
sous-jacente est de pouvoir décrire,à l’aide d’une seule
variable d́efinie sur toute l’image, les différents com-
portements d’́echelle des pixels de l’image [19].

3.2 Présentation d’un mod̀ele multifractal

Le formalisme multifractal permet d’établir un lien
entre une description géoḿetrique, faisant appel̀a la
notion de dimension fractale d’un ensemble de points,
et une description statistique, utilisant les lois déchelle
des moments. Dans [20], Turiel et Parga ont proposé un
mod̀ele multifractal de d́ecomposition híerarchique des
images en sous-ensembles fractals. La décomposition
obtenue conduit̀a extraire un ensemble de pseudo-
contours età exhiber également des structures tex-
turées. Ce mod̀ele est baśe sur l’analyse d’une mesure

FIG. 4: À gauche: image des singularités ; un pixel est
d’autant plus clair que son exposant de singularité lo-
cale est petit.À droite : histogramme de distribution
des exposants de singularité.

de la variabilit́e locale des niveaux de gris. Celle-ci
est d́efinie, pour un sous-ensemble quelconque℘ de
l’image I, par :

µ(℘) =
∫

℘

dx |∇I|(x), (7)

où |∇I|(x) désigne la norme du gradient de l’image.
L’ évaluation de la mesureµ(Br(x)) de boules de
rayonr pour différentsr permet de mettre eńevidence



le comportement en loi d’échelle de la mesureµ :

µ(Br(x)) ∼ rh(x)+2 (8)

Cette propríet́e de d́ependance, qui caractérise une me-
sure multifractale, áet́e d́emontŕe pour de grandes col-
lections d’images naturelles [20] et est en fait liée à
l’invariance d’́echelle des images. L’exposant de singu-
larité localh(x), qui ne d́epend que dex, repŕesente le
degŕe de singularit́e (cas< 0) ou de ŕegularit́e (cas> 0)
du signal |∇I|. L’estimation des exposantsh(x) par
des ḿethodes appropriées [20] permet de décomposer
l’image en affectant chaque pixel de l’image au sous-
ensembleFh assocíe à la valeurh de son exposant de
singularit́e :

Fh ≡ {x | h(x) ≈ h} .

Chacun des sous-ensemblesFh se ŕevèle être un
ensemble fractal,i.e. il exhibe la m̂eme structure
géoḿetriqueà différenteśechelles. L’arrangement des
pixels de l’image dans les différentes composantes frac-
tales de l’image ainsi d́efinies est caractéristique de la
structure ǵeoḿetrique de l’image et est reflét́e par les
propríet́es statistiques du signal.
Parmi tous les ensembles fractalsFh consid́eŕes, un
sous-ensemble est particulièrement important du point
de vue ǵeoḿetrique et statistique. Il s’agit de laMSM
(pour Most Singular Manifold, la varíet́e la plus sin-
gulière), la composanteF∞ assocíee à la singularit́e
la plus forte,i.e. celle qui contient les pixels d’expo-
santh∞ minimal, ou qui s’en approchent (figure 5). La
théorie multifractale nous dit que les caractéristiques
statistiques de cette structure lui confèrent des pro-
priét́esà la fois en terme de physique et de théorie de
l’information [19].

3.3 Reconstruction

Dans son livre sur la vision, Marr [10] áemis la conjec-
ture selon laquelle il est possible de reconstruire une
imageà partir de ses contours multiéchelles. Turiel et
del Pozo pŕesentent dans [18] un algorithme de re-
constructionà partir de laMSM , consid́eŕee pour ses
propríet́es statistiques, et de la seule connaissance du
gradient de l’image sur cet ensemble. Cet algorithme
est baśe sur des propriét́es statistiques et est supposé
produire une reconstruction parfaiteà partir de cet en-
semble. La formule de reconstruction s’exprime ainsi :

I(x) = ~g ? ~v∞(x). (9)

où ~̂g(f) = i f/|f |2 est un noyau de reconstruction uni-
versel ayant de ”bonnes” propriét́es (il est d́eterministe,
linéaire, invariant par translation, isotrope et conserve

FIG. 5: En haut : la MSM (42.8 % des pixels de
l’image) et l’ensemble complémentaire ;En bas : dis-
tributions de l’ELM sur ces ensembles.

le spectre de puissance). Le champ de vecteurs~v∞, ap-
peĺe gradient essentiel, estégal au gradient de l’image
originale sur laMSM et est nul en dehors :

~v∞(x) = ∇I(x) δF∞(x) . (10)

Le principe est en fait celui d’un processus de diffusion
du gradient de l’image sur les pixels de laMSM , qui
permet d’obtenir une estimation du signal original.

3.4 Propriétés
La formule de reconstruction (9) peut en fait s’appli-
quer à n’importe quel sous-ensemble de l’image,i.e.
on peut chercher̀a reconstruire un ensembleà partir
d’une ŕegion quelconque de l’image. Il suffit en effet
de d́efinir un gradient~v℘(x) = ∇I(x) δ℘(x) restreintà
un sous-ensemble℘ et d’appliquer la formule (9) avec
le même noyau de propagation :

I℘(x) = ~g ? ~v℘(x). (11)

L’algorithme de reconstruction présente l’avantage
d’être lińeaire. L’image obtenue par recontructionà
partir de l’ensemble℘1 ∪ ℘2 (avec℘1 ∩ ℘2 = ∅)
est la somme des reconstructions de chaque sous-
ensemble℘1 et ℘2 : I℘1∪℘2 = I℘1 + I℘2 . Par ailleurs,
la reconstruction est parfaite si l’ensemble considéŕe est
constitúe de la totalit́e des points de l’image. De cette
manìere, l’algorithme d́ecompose l’image en images
non redondantes. Cependant, tous les ensembles utilisés
pour la reconstruction n’ont pas la même importance :
la MSM est l’ensemble le plus pertinent. En théorie, la



reconstructioǹa partir de laMSM est exacte :IF∞ =
I ; en pratique, laMSM est l’ensemblèa partir du-
quel on obtient le meilleur résultat de reconstruction, et
celle-ci peut toujourŝetre aḿeliorée en consid̀erant en
sus dans le processus de reconstruction, les autres com-
posantes fractales [17]. Notons que cela signifie en par-
ticulier que les diff́erentes composantes fractales sont,
en un sens, corréléesà la MSM puisqu’elles peuvent
être pŕedites par l’application d’un noyau linéaire sur
celle-ci.

4 Résultats et discussion
Nous pŕesentons ici les résultats de l’analyse réaliśee
sur l’image de Lena discrétiśee sur 256 niveaux de gris
(figure 1). Nous employons l’algorithme multifractal de
decomposition et de reconstruction dévelopṕe dans [18]
et pŕesent́e dans la section 3 ; nous nous intéresserons̀a
l’extraction de deux ensembles seulement : laMSM et
son compĺementaire. Notons que cette approche peut
très facilement etre adoptée pouŕetudier des images de
nature quelconque, et notamment des images en cou-
leur : l’analyse et la reconstruction doivent alorsêtre
effectúees sur les diff́erentes composantes vectorielles
de l’image [21].
L’ EG calcuĺee sur l’image de Lena vaut7.40 bpp, ce qui
est relativement proche de la valeur maximale possible
pour une image sur 256 niveaux de gris (8 bpp). Ce-
pendant, l’hypoth̀ese de distribution uniforme est clai-
rement mise en d́efaut. L’estimation de l’ELM consti-
tue un bon moyen de caractériser dans l’image les
structures significatives, simplement en calculant la part
d’entropie totale qu’elles fournissentà toute l’image.
L’ ELM (figure 2) est maximiśee sur les contours de
l’image. Cette mesure semble bien plus significative et
confirme que l’information n’est pas uniformément dis-
tribuée dans l’image. L’EL moyenne est notamment de
2.74 bpp, bien moins que l’EG, ce qui montre qu’elle
est moins redondante. Cependant, cette mesureétant
calcuĺee sur des voisinages qui se superposent, elle reste
redondante.
Le mod̀ele multifractal permet d’extraire la compo-
santeF∞ assocíee aux singularit́es les plus fortes du
signal. Exṕerimentalement, on détermine la valeurh∞
de l’exposant le plus singulier,̀a partir de la distribu-
tion des singularit́es, comme la moyenne des exposants
aux quantiles̀a 1 % et 5 % ; on fixe également conven-
tionnellement la dispersion autour de cette valeur afin
de d́eterminer l’ensemble des points appartenant finale-
mentà laMSM . Les figures 2 et 5 soulignent la bonne
correspondance qu’il existe entre la variét́e la plus sin-
gulière et les maxima locaux de l’ELM , tenant compte
du fait que les deux techniques employées sont tr̀es
diff érentes. Les résultats peuventêtre affińes en ajustant

FIG. 6: En haut : reconstructions̀a partir des 2 en-
sembles de la figure 5 ; (PSNR = 28.24 dB pour
la reconstructionà partir de la MSM , PSNR =
12.42 dB lorsqu’elle est effectúee à partir de l’en-
semble compĺementaire).En bas : ELM correspon-
dantes.

les param̀etres de d́etermination de laMSM . Pour notre
exemple, laMSM extraite est constitúee de44.15 %
des pixels de l’image (figure 5). Cette correspondance
confirme le r̂ole de laMSM comme ensemble le plus
informatif dans l’image au sens où la reconstruction
à partir de ce seul ensemble vaêtre possible. L’algo-
rithme multifractal de reconstructiońetant lińeaire, la
reconstructioǹa partir de la somme des différents en-
sembles est́egaleà la somme des reconstructionsà par-
tir des ensembles considéŕes śepaŕement. La recons-
tructionà partir du compĺementaire de laMSM est no-
tamment́egale au complémentaire de la reconstruction
à partir de laMSM (la somme des deux reconstruc-
tions estégaleà I), et peut ainsîetre vue comme une
image d’erreur. LesEG calcuĺees sur les images recons-
truitesà partir de ces deux ensembles valent ainsi res-
pectivement7.42bpp et 6.74 bpp : on voit là encore les
limitations de l’EG qui ne permet pas d’appréhender
l’organisation des structures dans les images, puisqu’en
l’occurrence les deux reconstructions n’apportent pas
la même information vis-̀a-vis de l’image originale. On
observe en effet que la reconstructionà partir de la
MSM est bien meilleure que la reconstructionà par-
tir de l’ensemble complémentaire (image d’erreur sur
laquelle on ne peut discerner que des micro-textures



qui ne correspondent pas̀a des structures significa-
tives de l’image originale), comme le montre le ratio
PSNR (figure 6). En revanche, l’ELM calcuĺee sur les
pixels de laMSM vaut2.44 bpp, et est donc proche de
l’ ELM de l’image originale, alors qu’elle ne vaut que
1.49 bpp sur les pixels de l’ensemble complémentaire.
Cette quantit́e est donc beaucoup plus significative. Ce-
pendant, la valeur de l’ELM de l’image reconstruite
à partir du compĺementaire de laMSM indiquerait
que cet ensemble fournit encore une part d’informa-
tion non ńegligeable sur certaines structures locales de
l’image. Une mesure plus appropriée de la fid́elité de
la reconstruction consistèa consid́erer des probabilités
conditionnelles [13]. Une quantité int́eressante est no-
tamment fournie par l’ELM conditionnelle (ELMC ) :
celle-ci est d́efinie comme la diff́erence entre l’ELM
des distributions conjointes des niveaux de gris de
l’image originale et de l’image reconstruite (à par-
tir de probabilit́es conjointes estiḿees similairement
à l’équation 5), et l’ELM de l’image originale [1].
L’ ELMC fournit une mesure de la déviation de l’image
reconstruite par rapportà l’image originale ; elle s’an-
nule uniquement quand les deux images sontégales.
En fait, cette quantité est exactement́egaleà l’ELM
de l’erreur conditionńee par l’image originale : elle me-
sure donc fid̀element la part d’information qui n’est pas
apport́ee par l’image reconstruite. Ainsi, lorsque l’on
calcule cette quantité pour la reconstructioǹa partir de
la MSM (l’ ELM vaut alors en moyenne0.89 bpp seule-
ment), elle apparaı̂t davantage concentrée spatialement
sur les ŕegions qui sont effectivement mal reconstruites,
et elle semble nettement moins affectées par des pertur-
bations locales (figure 7).
Il apparâıt donc que la description géoḿetrique de
l’image adopt́ee par l’algorithme d’analyse multifrac-
tale permet d’acćeder aux structures et sous-ensembles
les plus informatifs dans l’image. L’autre avantage ma-
jeur de cet algorithme réside dans le fait qu’il fournit
une d́ecomposition non redondante de l’image, dans la-
quelle laMSM est l’ensemble le plus significatif.

5 Conclusion et Perspectives
Nous nous int́eressons dans cet articleà deux ḿethodes
d’extraction de structures d’intér̂et dans une image :
une premìere ḿethode utilisant une mesure entropique
et une autre adoptant une description multifractale. La
méthode d’estimation de l’entropie locale que nous
présentons est basée sur une approche multiéchelle et
utilise les distributions marginales des niveaux de gris
dans des voisinages non disjoints de l’image. L’intro-
duction d’un crit̀ere local permet d’oṕerer une classifi-
cation des pixels de l’image en fonction de la quantité
d’information qu’ils lui conf̀erent et d’extraire locale-

FIG. 7: ELM de l’erreur etELMC de l’erreur condi-
tionnellement̀a l’image originale.

ment les structures les plus informatives du signal : elle
apparâıt, en ce sens, plus adaptéeà l’analyse d’images
que les d́efinitions classiques. Cependant, elle consti-
tue une mesure redondante. La méthode multifractale
vise quantà elle à vérifier une d́ependance en loi de
puissance d’une certaine mesure de la régularit́e locale
du signal suivant un param̀etre d’́echelle. Elle permet
ainsi de d́ecomposer l’image en sous-ensembles ayant
des propríet́es ǵeoḿetriques similaires.
En regard des résultats obtenus, nous avons vu que les
maxima de l’entropie locale sont en bonne correspon-
dance avec les points d’une structure particulière dans
l’image, laMSM . Cette structure, qui correspond prin-
cipalement aux contours des objets, est fractale et elle
constitue l’ensemble le plus informatif de l’image ; il
n’est donc pas surprenant, que dans une optique de co-
dage et de compression, elle soit utilisée pour la re-
construction du signal [18]. La ḿethode multifractale,
qui permet d’extraire cette structure particulière avec
une bonne localisation, reḿedie donc aux lacunes de
l’entropie. Elle permet notamment de réduire la redon-
dance de la mesure entropique locale car elle tient,
en fait, comptèa la fois de l’information ǵeoḿetrique
à différenteséchelles et de l’information statistique
à différents ordres. Pour géńeraliser ces ŕesultats, on
chercheraà établir quantitativement la relation entre
les deux approches sur de plus grandes collections
d’images [6].
Les consid́erations pŕećedentes sont finalement d’un
grand int́er̂et pour l’interpŕetation des structures ob-
serv́ees dans les images naturelles. En effet, l’ac-
ception du terme ”entropie” est multiple, et les me-
sures effectúeesà l’aide de cette quantité peuvent̂etre
appŕehend́ees de diverses façons. En conséquence, l’in-
terpŕetation des structures détect́eesà l’aide du mod̀ele
multifractal est, elle aussi, multi-sémantique : ces struc-
tures traduisent (et caractérisent) des propriét́es à la
fois en termes statistique et géoḿetrique et en terme
de th́eorie de l’information. Ainsi, dans le contexte de



l’analyse d’images ḿet́eorologiques [5], cette approche
devrait nous permettre d’extraire de l’information de
nature thermodynamique sur les systèmes complexes
observ́es. En l’occurrence, on pourra espérer relier l’en-
tropie telle qu’elle est d́efinie ici avec l’entropie ŕeelle
des ph́enom̀enes atmosph́eriques sous-jacents.
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